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9 1. INTRODUCTION 
SOIT F un sous-ensemble fermC d’un espace atline euclidien E A n dimensions, et soit o une 
I-forme dskentielle de classe C’-’ dCfinie sur E, i.e. une application prenant sesvaleurs dans 
le dual .Y(E, R) de l’espace vectoriel E associC h E. 
DEFINITION. o est un cobord sur F, s’il existe une fonction numkriqite f de classe C’, 
dejinie sur E, (appefke primitive de o sur F) telle que a+Df soit r - I-plate sur F (i.e. s’annulle 
sur F, ainsi que toutes ses dkivtes partielles jusqu’g l’ordre total r - 1). 
L’objet de cet article est de donner une caractirisation des cobords sur F (cf. Thtortme 
au $3). 
Lorsque o est un cobord, la recherche d’une primitive f sur F peut s’effectuer en deux 
temps: on determine d’abord la restriction de f A F, puis on effectue un prolongement A E 
grlce au thkokme de Whitney. 
La caracttrisation cherchee s’exprimera uniquement A l’aide des valeurs de o et de ses 
d&ivies partielles sur le fermi F. En dehors du cas classique oii F est connexe par arcs 
rectifiables, plusieurs mtmoires ont ktk consacrks A cette question (cf. [l], [3] et [4]). Dans 
ces ttudes, on supposait que F ttait un arc de Jordan, douC en outre de certaines propriCtCs 
mttriques. Par contre, dans le present article, on ne fait aucune hypoth&e sur le fermt F. 
Le probltme que nous rtsolvons ici peut s’interpriter comme un problkme de prolonge- 
ment : trouver une fonction j) de classe c’ connaissant les restrictions de toutes ses d&ivies 
partielles ?t un fermi F c E. 
§ 2. PRELIMINAJRES 
I. Notre outil principal est le thkor2me de prolongement de Whitney sous la forme ofi il se 
trouve exposC dans [2]. Rappelons son CnoncC: 
Soit .%? un espace de Banach (dans le present article 9I sera soit R, soit .9(E, R)). 
DCsignons par 9’:(g) l’espace des polyn8mes ?I coefficients dans l’espace &?, A n indCter- 
mintes, de degrt or. 
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Une application de F dans B;(B) s’appelle un champ de polynomes a valeurs dans @. 
On dit qu’un champ de polynomes a valeurs dans g dtfini sur F est prolongeable a E, 
en une fonction f de classe C’ s’il est la restriction a F du champ des polyndmes de Taylor 
de 3 (dtfinie sur E et a valeurs dans g). 
THI?OR&E DE WHITNEY. Une condition necessaire t suffisante pour qu’un champ de 
polynome M + PM difini sur F, et a valeurs dans 99 soit prolongeable a E en une fonction 
de classe C’ s’inonce comme suit: 
Pour tout compact K c F il existe un module de continuite c(~ tel que, pour tout couple 
de points A et B de K, on ait 
(W0) IV’,(A) - P,(4II 2 IMBII’ * 4II~~II> 
et aussi, pour 1 I k 5 r 
VU ll@iP~--~~P~ll 5 II.WI’-k * 4lWII) 
(pour plus de details, cf. [2, Chap. I]). 
Remarque 1. Si M + PM est un champ de polynomes de degre I r, g valeurs dans &?, 
M + DPM est un champ de polynomes de degrt 2 r - 1, a valeurs dans _Y(E, a). Les 
inegalites IV,) avec 1 5 k I r expriment, d’apres le theorbme du prolongement applique 
au champ de polynomes M + DP, que ce demier est prolongeable en une fonction (a 
valeurs dans Y(E, a) de classe C’-i. 
Remarque 2. 11 n’existe pas, en general, de module de continuitt unique permettant 
d’tcrire les intgalitis W,, independamment du compact K choisi. 
La recherche d’une primitive sur F ne peut pas s’effectuer par passage du local au 
global a I’aide d’une partition de I’unite: La the’orie de la cohomologie a prtcistment pour 
objet l’ttude de cette impossibilite. 
Nous sommes ainsi ameni a remplacer la notation de module de continuitt (utilisable 
sur tout compact) par la notion d’indicateur de continuite’ adaptee a l’etude globale. L’appen- 
dice a la fin de cet article est consacrt a la definition, et aux proprietes de cet indicateur de 
continuitt. 
II. 
DEFINITION. Une forme di@rentielle co, de classe C’-’ est exacte au point A, si elle 
est un cobord sur l’ensemble Gduit au seulpoint A, c’est-&dire qu’il existe une fonction g de 
classe C’ telle que co---Dg soit r - 1 plate au point A. 
On peut choisir comme fonction g un polynome de degrt I r. (Quitte a remplacer g 
par son polynome de Taylor en A). Un tel polynome est determine a une constante pres. 
A titre d’exemple, signalons que pour que la forme 
P(w) dx + Qb, Y) dY 
soit exacte au point de coordonnees x,,, y,, il faut et il suffit que, pour 0 I p + q s r - 2, 
a,+,+1 P+q+l 
axPap+ l Ph, Yo> = 
a 
axp+ layq Q(xo, J’o)* 
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DEFINITION. Une forme diffe’rentielle co est ponctuellement exacte sur F, si elle est 
exac te en chacun des points de F. 
III Soit 6.1 une forme differentielle de classe C’-’ exacte au point A. Nous dtsignons pas 
S>o l’unique polynome (de degre <r - 1) qui s’annulle au point A, et tel que w - DS>o 
soit une forme r - l-plate en A. 
Si g est une fonction quelconque, de classe C’ telle que o - Dg soit r - l-plate en A, alors 
s>o = r-g - g(A). 
Autrement dit, pour B E E 
k=r- 1 1 k+l --_, 
&o(B) = C ~ 
k=O (k + I)! 




k=r-1 1 Tkfl4-l 
S@(B) = c i 
k=O (k + I)! 
D:wlO ABj. 
kfl 
Remarque. Le symbole D:o 0 AB demande quelques explications: w etant une 
[ 1 
application de classe C-r de E dans .!T(E, R), Dko est une application de classe Cr4-’ de 
E dans 49 
( 
b E, Y(E, R) 
) 
dont la valeur au point A E E est 050 E _Y 6 E, Y(E, R) 
( 1 
. 
Pour le tenseur symetrique decompose ZOZOZ...~T’,E&E,D:~ prend lavaleur 
Df,o[Tl Oz . . . x] E 4P(E, R) et pour Vkfl E E, cette derniere forme lintaire prend la 
valeur rtelle D:w[Tl Oz . . . Z]. [V,,;]. 
Cette expression n’est pas en general une fonction symetrique des vecteursz, F2 . . . c 
Mais il en est ainsi lorsque la forme o est exacte au point A. 
Dans ce cas, on pose 
Iv. 
DEFINITION. Une chaine dans F, d’origine A et d’extrkmite B est une suitejinie de points 
deF: 
Ao, AI . . . , Aj’oic A, = A et Aj = B. 
Nous dtsignons une telle chaine par C,“, mettant en evidence l’extremitt et l’origine, 
mais sans expliciter les autres points. Soit maintenant o une forme differentielle ponctuelle- 
ment exacte sur F. Posons 
i=j-1 
Yw(C;) = - C S;i+lw(Ai). (2) 
i=O 
D~NITION. Un circuit est une chaine dont I’origine et I’extrPmitP sont confondues. 
PROPOSITION 1. Si o est un cobord sur F de cfasse Cr-I, il existe un indicateur de con- 
tin&P $J tel que, pour tout circuit C = Ao, A,, A, . . . Aj- 1, A0 dans F. 
izj-1 
S’dC) 2 C llAi+~Aill’~4(Ai+~~ Ai). (3) 
i=O 
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En effet, w admet par definition une primitive f sur F. Soit 4 l’indicateur de continuite qui 
figure dans la majoration du reste de la formule de Taylor (cf. Appendice, Prop. 3). 
iL,+J(Ai) -_f(Ai>l 2 IIAi+lAiil”4(4+19 Ai)* 
En ajoutant membre a membre, pour i = 0, 1, . . . , j - 1, on obtient l’inegalitt (3). 
Posons, pour une chaine Cji (resp. un circuit) 
j-l 
E’,(C2i) = C IIAi+lAill’~4(Ai+l~ Ai)’ (4) 
i=O 
L’intgalite (3) s’ecrit avec ces notations 
9w(C) 5 E;(C). (3 bis) 
0 3. CHARACTf?RISATION DES COBORDS SUR F 
TH~OR~ME. Soit o une forme d#+entielle de classe C’-’ dpfinie SW E. Pour que o 
soit un cobord sur un fermi’ F, il faut et if sufit que 
(a) o soit ponctuellement exact sur F. 
(b) II existe un indicateur de continuitk 4 tel que, pour tout circuit C dans F, on ait 
(3 bis) So(C) 5 E’$(C). 
Dkmonstration. Ces conditions sont Cvidemment ntcessaires. Rtciproquement, soit 
o une forme differentielle qui satisfait aux conditions precedentes: nous allons construire 
une primitive f de w sur F, s’annullant en un point 0 choisi arbitrairement dans F. 
Commencons par determiner la restriction de f Z?I F, en posant pour A E F 
f(A) = S up[S’w(C,A) - E’$(C;: )] (5) 
oti la borne superieure est prise sur I’ensemble des chaines dans F d’origine 0 et d’extremitt 
A : nous allons en effet prouver que cette borne existe: 
A toute chaine Ct = (0, A,, A,, . . . , Aj = A} associons le circuit C = (0, A,, A, . . . 
Aj = A, Aj+l = 0} obtenu en ajoutant le point 0 a la fin. On remarque que 
S’o(C) = S’o(c;) - S@(A) 
E’+(C) = E’W;: ) + IlOAll’. $(O, A). 
L’hypothese (b) implique 
s’o(Ct ) - E’4(C&) I &o(A) + ljOAII r* +(O, A). 
Comme le second membre ne depend que de l’origine et de I’extrtmite de la chaine Cg, la 
borne suptrieure ttudiee existe. 
On veritie immediatement que f(0) est nul (d’aprts I’hypothtse (b) f (0) I 0, et en 
choisissant la chaine (0, 0} on voit que f (0) = 0). Considtrons maintenant le champ de 
polynome A --) PA defini sur F, qui au point A E F fait correspondre l’unique polynome de 
degre < r tel que DP, - w soit r - 1-plat en A et que P,(A) = f(A). Ainsi 
P,W) = f(A) + S200 (6) 
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Nous allons montrer que ce champ de polynomes satisfait a l’inegalitt Wi (cf. 
Appendice) : 
P,(A) - P,M =fM -f(B) - a44. 
Quelle que soit la chaine Ct, considerons la chaine CE obtenue en ajoutant le point B d 
la fin de Ct. 
D’aprits (2), (4) et (5) 
Yw(c;) = s’w(c;) - S;IO(A) 
EV(C3 = E’$(C$) + IIABll’*K% B) 
f(B) i [Sw(C$ - F&C;)] - S;w(A) - lIABjl’&4, B). 
Mais, d’aprb (5), on peut disposer de la chaine C$ en sorte que le crochet du second membre 
soit aussi voisin def(A) que I’on de desire. Par consequent 
f(A) -f(B) - S@(A) 5 lI~N4(-4 a. (7) 
On prouverait de m&me 
Appliquons l’hypothtse (b) au circuit (A, B, A) 
SlcO(A) + S>o(B) 5 2[1ABll’$(A, B). (9) 
En ajoutant membre a membre (8) et (9) et en comparant a (7) on trouve l’intgalitt WA 
MA) -f(B) - x?4A)I 5 3. IIJwI’*(P(~, B) 
(06 l’indicateur de continuite est 34). 
Les inCgaLitPs WL( 1 5 k I r) sont tgalement verifites. En effet, elles‘ sont tquivalentes a la 
proprittts suivante: le champ de polynome A 4 OI’,, admet un prolongement de classe 
C’-‘. Or, un tel prolongement (la forme w) est donne a priori. 
Le thtoreme de Whitney pet-met de prolonger le champ A + P,, en une fonction f de 
classe C’ (dont la restriction a F est la fonctionf dtfinie par (5)) qui est une primitive de o 
sur F. 
Remarque. La thtoreme precedent admet une gtneralisation tvidente, relative aux 
cobords definis sur un ensemble fermt d’une variete differentiable: il suffit de plonger cette 
varittt darts un espace affine euclidien. 
APPENDICE 
Indicateor de continuitC 
La notion de module de continuitk est un outil particulitrement commode pour la mani- 
pulation des fonctions uniformkment continues dtfinies sur un espace metrique E et prenant 
gvaleurs dans un espace norm6 B. 
A une telle fonction f correspond un module de continuitt a (i.e. une fonction numeri- 
que continue d&tie sur l’ensemble des nombres reels positifs, nulle pour x = 0, croissante 
et concave) tel que, pour tout couple de points A, B de E, 
Ilf(4 -f@>II 5 a(lIfW). (1) 
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Lorsque la fonction continue f n’est pas uniformement continue, on peut associer un 
module de continuite a chaque compact K c E, et tcrire une intgalitt analogue a (1) pour 
A et BE K. Mais il peut y avoir inter.3 a posseder une inegalitt globale pour majorer 
I’erreur f(A) - f(B). 
On y parvient grace a la notion d’indicateur de continuite’. 
D~KITION. Un indicateur de continuite’ $ sur un espace mktrique E est une fonction 
continue 2 0, dkjinie sur E x E, symetrique (i.e. +(N, M) = &A4, N)) et telle que I’Pgalitt 
$(N, M) = 0 ait lieu si et seulement si les points M et N sont confondus. 
T 
-... Si j’est une fonction continue sur E, il elriste un indicateur de continuite 4 tel que 
VW --f(mI 2 s‘t m (2) 
11 suffit de poser 
&(4 B) = Ilf(4 -I@)ll + ll‘wl. 
Reciproquement, s’il existe un indicateur de continuite $ tel que (2) soit verifie, la fonction 
f est continue. 
Le mode d’emploi des indicateurs de continuitt est principalement base sur les 2 pro- 
positions tltmentaires suivantes, qui permettent de majorer un indicateur de continuite a 
l’aide de modules de continuitt et inversement. 
PROPOSITION 1. Soit 4 un indicateur de continuite’ dt!jini sur un espace me’trique E. A 
tout compact K c E, on peut associer un module de continuitk aK tel que pour tout couple de 
point M et N de K on ait 
4(M, N) 5 %(lWW. 
Dkmonstration. Munissons le produit E x E de la distance suivante: 
dist(Wi, NA (MB Nz)) = IWIM211 + IiN,, WI. 
La restriction de 4 au compact K x K possede un module de continuite uK, et l’on peut 
Ccrire pour M et NE K: 
#GM, N) = MM, N - Wf, WI 5 dllNWI + IPf~II) = 4li~W. 
PROPOSITION 2. Etant don& un espace mktrique E et un ensemble d’indices I. Consi- 
dkrons deux recouvrements de E par des ouverts pi et “Yi. 
Supposons en outre que ces recouvrements soient localement finis et que Vi c ai. 
Considerons enfin une far&e de modules de continuitk a,(oh i E I). 
I1 existe alors un indicateur de continuite 4 tel que pour tout i E I 
ai(/MNII) I +(N, M) pour tout M, NoTi. 
DPmonstration. On construit d’abord des fonctions pi continues et symetriques sur 
E x E dont le support est a!, x pi et dont la restriction a V’, x Y, est (M, N) + ai( llM,Nlj), 
La fonction 4 difinie par la formule 
4(M, N) = IIMNII + ig14i(M, NJ 
repond a la question. 
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Majoration du reste de la formule de Taylor 
PROPOSITION 3. Pour toute fonction f de classe C’ d@inie sur une partie convexe r 
d’un espace euclidien affine E, A valeur dans un espace de Banach 9J, il existe un indicateur 
de continuitC C$ tel que, pour A et B E I? 
Iif@) - WWil 5 IIAWK4 W 
Dkmonstration. On sait que [2, p. 14, Prop. l] 
I/f(B) - T,f(B)j[ 5 y. Max ilD>f - Dz=fii 
CECAJI 
oti [AB] c I? est le segment joignant A et B. 
La fonction *(A B) zceEE ilK - %ila est continue sur E x E; (cela r&Ate du 
fait que si g est une fonction’continue sur E x E, la fonction dtfinie par (A, B, t) -+ 
g(A, A + MB) sur E x E x [0, l] est continue). 
En posant c#@, B) = ljABl/ + $(_A, B) + $(B, A): on Iobtient un indicateur de con- 
tinuitt satisfaisant 5 (3). 
COROLiAIRE. Les inkgalitb (W,) du thkorhme de Whitney (cf. p. 2) peuvent &tre rem- 
place’es par les in&galitb (WL) suivantes qui font intervenir un indicateur de continuite’ unique 
sur E (et non un module de continuitk pour chaque compact). 
4; ll@J’, - DiPBII < liAB[i’-k*~(A, B). 
La Proposition 3 montre que cette inCgalitC est nkessaire; la Proposition 1 montre que WL 
implique W, et est par constquent suffisante, pour que le champ de polyn6mes PA soit 
prolongeable. 
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